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s-dimensional nula (#*(E) = 0) si dado € > 0 hay un
cubrimiento de E con bolas {B(x;,7;)} (r; > 0) tal que
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Sit>sy H*(F) =0 entonces H'(E) = 0. La dimensién de
Hausdorff de F es

dimyg E =inf{s > 0: H*(F) = 0}



Dimension Box
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Dado p € N, dividimos [0,1]? en p? subcubos. Para E C [0,1]%
sea

H,(FE) := numero de subcubos que intersectan F

E / e Si E es una curva rectificable, H,(E) ~

ﬂ?c\“g/ /} e Si E es una superficie regular, H,(F) ~

U_Z7)
X NP>/

La dimensién box de E es el crecimiento exponencial de Hy(E):
dimpF = inf {a : Hy(E) < Cp®, 3C,Vp}

dimgE = sup {B : Hy(E) > CpP, 30, Vp}



Dimensién de Assouad

Sea @ C [0,1]¢ un cubo. Ahora, para p € N, dividimos Q en p?
subcubos. Dado E C [0, 1], sea

H,(E, Q) := ntmero de los subcubos que intersectan E.

/




Dimensién de Assouad

Sea @ C [0,1]¢ un cubo. Ahora, para p € N, dividimos Q en p?
subcubos. Dado E C [0, 1]¢, sea

H,(E, Q) := ntmero de los subcubos que intersectan E.

Sea

Hy(E) = max Hy(E,Q).

La dimension de Assouad es

log H*(FE
dim4(E) _p1i_>rgoog1p()
ogp



Dimensién de Assouad

Sea @ C [0,1]¢ un cubo. Ahora, para p € N, dividimos Q en p?
subcubos. Dado E C [0, 1]¢, sea

H,(E, Q) := ntmero de los subcubos que intersectan E.

Sea

Hy(E) = max Hy(E,Q).

La dimension de Assouad es

log H*(FE
dim4(E) _p1i_>rgoog1p()
ogp

e 0 <dimy F <dimgF < dimgFE < dimy E < d.



Una formulacién equivalente
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La dimensién de Assouad depende sélo de la parte mas
compleja del conjunto.

Fue introducida a finales de los 70 en relacion al problema de
’embebimiento’ bi-Lipschitz de espacios métricos en espacios
Euclideos. Tiene aplicaciones en la teoria de mapeos cuasi
conformes. Recientemente, atrajo la atenciéon de la Comunidad
Fractal.



Métrica de Hausdorff

Sean E, F C R% compactos.
e-engordado de de E: (E)e = UzepB(x,€)

Distancia de HausdorfT:

dist(E,F) =inf{e >0: F C (E).y E C (F)¢}



Tangentes

Sean E, E C [0,1]¢ compactos. E es una tangente débil de F si
hay una sucesién de similitudes T}, : R? — R tales que

dist 7 (T3(E) N [0,1]%, E) — 0 cuando k — oc.
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Figure: E, algunas pre-tangentes Tj(E) N[0, 1]%, y una tangente E.
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hay una sucesién de similitudes T}, : R? — R tales que
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Si E C [0,1]¢ es compacto no vacio y E es una tangente débil,
entonces
dimyg F < dimy F.

Ademss

dimy F = max{dimH E: E esuna tangente débil de E}
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Conjuntos autosimilares

- A={1,...m} es un conjunto finito.
- Sistema de funciones iteradas (SFI): F = {fi,..., fm} donde
fi : R — R es una similitud contractiva, i.e.,

|fi(z) = fi(y)| = rilz —y| Va,y

O<rm<l, 1<2<m.
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- Sistema de funciones iteradas (SFI): F = {fi,..., fm} donde
fi : R — R es una similitud contractiva, i.e.,

|fi(z) = fi(y)| = rilz —y| Va,y

O<rm<l, 1<2<m.
- Conjunto autosimilar generado por {f1,..., fm}: es el dnico
compacto no vacio ¥ = Er tal que

E=J fi(E)

1€EA
- Més generalmente: E es sub-autosimilar si

Ec | fi(E)

€A
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Figure: Conjunto ternario de Cantor C: fi(z) =
dim C = log2/log 3
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Figure: Conjunto ternario de Cantor C: fi(x) = 5, fo(x) = 5 + %,
dim C = log2/log 3

Figure: Carpeta de Sierpinski S, dim S = log 8/log 3

Figure: Tridngulo de Sierpinski
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Dimension de conjuntos autosimilares

Las dimensiones usuales coinciden:

dimyg F =dimg F :=dim F

Si E satisface la condicién de conjunto abierto, entonces
dim E = s, donde s = sr es la tinica que solucién de

er =1.

i€l
Ademsés E es s-Ahlfors regular:

H|g(B(x,r)) ~r® Ve e E,0<r <diam F



Condicién de conjunto abierto (CCA)

Existe U abierto no vacio y acotado tal que

b) fiv) cU

1€EA

Curva de von:




Propiedad de separacion débil

Consideremos £ = {fi_1 ofj:i,j € A*, withiz j} conla
topologia inducida por la convergencia puntual.



Propiedad de separacion débil

Consideremos £ = {fi_1 ofj:i,j € A*, withiz j} conla
topologia inducida por la convergencia puntual.
Equivalen

CCA = I ¢ £



Propiedad de separacion débil

Consideremos £ = {fi_1 ofj:i,j € A*, withiz j} conla
topologia inducida por la convergencia puntual.

Equivalen
CCA <= 1;¢¢&

Un SFI {fi}iea cumple la propiedad de separacion débil (PSD)
si

I¢ ENIy



Propiedad de separacion débil

Consideremos £ = {fi_1 ofj:i,j € A*, withiz j} conla
topologia inducida por la convergencia puntual.

Equivalen
CCA <= 1;¢¢&

Un SFI {fi}iea cumple la propiedad de separacion débil (PSD)
si

I¢ ENIy

CCA <= WSP + fj# fx paraj#k



Conjuntos autosimilares y dimensién de Assouad

Teorema (Fraser, Henderson, Olson, Robinson)

Sea £ C R un conjunto autosimilar no trivial. Si E es atractor
de un SFI que satisface la condicion de separacion débil,
entonces dimg F = dim E (mds ain, E es s-Ahlfors reqular
para algin s). En caso contrario, dimy E = 1.




Conjuntos autosimilares y dimensién de Assouad

Teorema (Fraser, Henderson, Olson, Robinson)

Sea £ C R un conjunto autosimilar no trivial. Si E es atractor
de un SFI que satisface la condicion de separacion débil,
entonces dimg F = dim E (mds ain, E es s-Ahlfors reqular
para algin s). En caso contrario, dimy E = 1.

Sean f1(z) = rz, fo(x) =rexy f3(z) =rsz +1—r3.
Si logri/logry ¢ Q entonces dimy F = 1.

2 ]

ri

La estructura tangente (segmento) emerge alrededor del origen



Aplicacion a proyecciones ortogonales

Sean fi(z,y) = (rx,r1y), f2(z,y) = (row,r2y) + (0,1 —12) y
f3(f17,y) = (T3x,T3y) + (1 - 7'370)‘
Siri+rj<lparai##jyr{+r;+r;=1cons<1,entonces

dimg F=dimFEF =s5<1



Aplicacion a proyecciones ortogonales

Sean fi(z,y) = (rnz,my), f2(z,y) = (raz,r2y) + (0,1 —12) ¥
f3(f17,y) = (T3x,T3y) + (1 - 7'370)‘
Siri+rj<lparai##jyr{+r;+r;=1cons<1,entonces

dimg F=dimFEF =s5<1

Pero si logr;/logrs ¢ Q entonces dimy m, E =1 > dimy E.



Dimension quasi Assouad (Lii y Xi, 2014)

Sea N, r(E) = maxyep Ny(E N B(x, R)). Consideremos
hg(0) = inf {a >0: N r(E)<c <§> 3b, ¢ > 0 such that
T

v0<r§R1+5gR§b}

- h(-) es monétona decreciente. La dimensiéon quasi Assouad de
E es
dimga E = lim hg(d
a4 0—0 E( )
- Como en el caso Assouad, consideramos (localmente) escalas

relativas en cualquier posicion del conjunto. La profundidad de
las escalas relativas crece cuando el tamano del entorno decrece.
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Sea N, r(E) = maxyep Ny(E N B(x, R)). Consideremos
hg(0) = inf {a >0: N r(E)<c <§> 3b, ¢ > 0 such that
T

v0<r§R1+5gR§b}

- h(-) es monétona decreciente. La dimensiéon quasi Assouad de
E es
dimga E = lim hg(d
a4 0—0 E( )
- Como en el caso Assouad, consideramos (localmente) escalas

relativas en cualquier posicion del conjunto. La profundidad de
las escalas relativas crece cuando el tamano del entorno decrece.
- Si E es compacto,

dimgFE < dimgg £ < dimy F

- Invariante bajo mapeos quasi-Lipschitz



Espectro de Assouad (Fraser - Yu, 2016)

- Para 0 € (0, 1), se restringe la escala r a RY? en la def de
dimensién de Assouad.

dim% E = inf {a t Npijo p(E) <c (Ri@) , 3 b,¢> 0 such that

VO<R§b}

La funcién § — dim% E es el espectro de Assouad.



Espectro de Assouad (Fraser - Yu, 2016)

- Para 0 € (0, 1), se restringe la escala r a RY? en la def de
dimensién de Assouad.

dim% E = inf {a t Npijo p(E) <c (Ri@) , 3 b,¢> 0 such that

VO<R§b}

La funcién § — dim% E es el espectro de Assouad.
- dim% E — dimpFE as # — 0 y més atin

dimgE

dimp E < dim% FE < T

VAN diqu FE
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Teorema

Si E C R autosimilar, entonces dimgq ' = dimpF.

Corolario

Si E C R es autosimilar, entonce dim4 E = dim% F = dimp E
para cualquier 0 < 8 < 1, independientemente de condiciones de
separacion.

- Lo mismo vale si E es sub-autosimilar, o (sub)-autoconforme.
Maés generalmente, si F es el conjunto limite de una
construccién de Moran controlada.



El teorema vale para S C R?, si
- S =F| x By, con E1, E5 C R autosimilares;



El teorema vale para S C R?, si
- S = F1 X Ey, con FE1, Es C R autosimilares;
- E es una carpeta autosimilar horizontal:

a1 |
Ja((0.1])

f(0.1])

fi([0,1])

Dﬂﬁ

¥l
| @

1

Intervalos basicos

1i([0,1]) de la primer etapa de F'y un posible patrén para una

Proposicion

carpeta horizontal.

Si S una carpeta autosimilar horizontal, entonces
dimg4 S = dimg S.




Dimension quasi Assouad y tangentes

Un ejemplo: sea 0 < a < 1 y consideremos la construccion

0 1
etapa 0

etapa 1

etapa 2 - - - - - - - -

Para la etapa k: en cada intervalo I (cerrado) de la etapa k — 1
tomamos los 2¥ intervalos (cerrados) y uniformemente
distribuidos de long 2~%/*1|.
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dimy F,=1= F = [0,1] es tangente de F,,
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Tenemos dimy Fy, = 1y dimgy F, = . Luego,

dimy F,=1= F = [0,1] es tangente de F,,

0 sea,

diquF =1> diqu F,.
Mas atn,
Proposicion

Cualquier tangente de F,, es o bien un conjunto finito o bien un
intervalo.

No se puede caracterizar dimg4 Fy, usando (una subfamilia de)
sus tangentes: si T es cualquier subconjunto del conjunto de
tangentes de F', entonces no vale

“dimga F = sup{dimy F': F € T}”



Tangentes rapidas

Una tangente Fde FcRYes rapida si existen ¢, e > 0 tales que
distz (T (F) N [0,1]%, F) < Cb,©

Teorema

Si ' es una tangente rdpida de F C R? entonces

dimgF < dimga F.

Ejemplo

Si Fp, = {n"P},en, p > 0, entonces [0,1] es tangente rdpida de
F,. Luego, dimgp I}, = 1




Dimension de proyecciones ortogonales

Sea E C R? con E = |, Ey, donde

-Es Es E

- Paracada j, {277 +i27% :i=1,...,2/} C 7, E.
Luego, [0,1] es tangente rapida y dimgy m,F = 1.



Dimension de proyecciones ortogonales

Sea E C R? con E = |, Ey, donde

-Es Es E

- Paracada j, {277 +i27% :i=1,...,2/} C 7, E.
Luego, [0,1] es tangente rapida y dimgy 7, F = 1. Pero
dimga E' = 1/2.



